SUR QUELQUES INTÉGRALES DU TYPE DE DINI 


Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno 


1. Soit donnée une fonction F(x) de période 2x. Posons 
(1.1) A(F,2,h)=A(2,h)=F(2+ h) +F (@—h)—2F (x). 


Lorsque la fonction F admet une dérivée f assez régulière, 
par exemple lorsque f vérifie la condition de Lipschitz d’ordre 
positif, on a pour tout æ 


2x 
(1.2) [lat DE dto, r>. 
0 


Au contraire, si l’on suppose seulement l’existence de la 
dérivée f(x) dans un point particulier, l'intégrale (1.2) peut 
être divergente en ce point. Cependant on a le 


Théorème 1. Soit F continue, dérivable dans un ensemble E 
de mesure positive. L'intégrale (1.2) existe pour tout r 22 presque 
partout dans E. Pour r<2, le théorème tombe en défaut. 


Supposons que la fonction F est absolument continue et que 
sa dérivée feL’ (g>2). D’après le théorème 1 l'intégrale (1.2) 
avec r=q définit une fonction de æ. On peut demander quel 
est l’ordre de grandeur de la fonction ainsi définie. On y a le 


Théorème ?. Lorsque F est absolument continue et F'=feL"; 
on a 


2x 2x 27 


(1.3) [Jen ace, f fi : 
0 


0 
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On à aussi un théorème réciproque dans un sens au théo- 
rème 2: 


Théorème 3. Soit F une fonction absolument continue 
F(0)=F(2x), 1<p<2, f=F". On a 


2x 2x 


(1.4) j de <O, f f [Ala tP da dt. 


2. Nous commençons par la démonstration du 


Lemme 1. Les théorèmes 1, 2, 3 sont vrais lorsque F est 
absolument continue, F(0)=F(2x), F' €I et r=2. 


Posons 


F"(&)=f()= S(axcos kæ- basin ke). 


Ant -y(i ko—heoe sine # i 
1 


L'égalité de Parcéval donne 
1r S int #t/2 
Ex. 4 sin 
= f a nda=16 X (aitb) a 
0 1 


En multipliant les deux membres de Ja dernière égalité par 
t et en intégrant dans Plintervalle, (0,27) on obtient 


2x 2x 


Jig (æ, t) asimi Da int dt, 


ce qui implique le résultat demandé. 
3. Dans une autre note!) j'ai démontré le 


Lemme 2. Soit F une fonction continue, dérivable dans un 
ensemble E de mesure positive. Pour tout e>0 on peut définir 
un ensemble QCE et deux fonctions G(x) et H(x) de période 2x 
de sorte que l’on ait 


1) Marcinkiewicz 2. 
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(3.1) |E—Q|<e, 
(3.2) GO)=6(22), Glw)= fgw)de, gel, 
0 
(3.3) G(æ)=F(x), (æeQ), 
(3.4) F(2)=G{(x)+H(x), 


et enfin pour presque tout veQ 


(3.5) [lH(@+0)1fat<oe. 


—" 


4. Nous allons démontrer le théorème 1 avec r—2. Fixons € 
positif et considérons l’ensemble Q et les fonctions G et H 
satisfaisant aux conditions (3.1)-(3.5). En tenant compte de (3.2) 
et du lemme 1, on conclut que l’intégrale 


2x 
(4.1) JA (Ga, tt at 

0 
existe presque partout dans l'intervalle (0,27). D'autre part, 
les formules (3.3) et (3.4) montrent qu’on a presque partout 


dans Q 
H(æ)=0,  H'(v)=0, 


ce qui montre en vertu de (3.5) que l’intégrale 
[Ewu 


existe presque partout dans Q. Or, l’existence de la dernière 
intégrale implique évidemment 


27 
(4.2) [A H, x,t) ° dt<oo. 
ð 


En tenant compte de (4.1) et (4.2), on conclut facilement 
qu’on a presque partout dans Q 


(4.3) [A F,2,t)t at<oo. 
ð 
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Or, e étant arbitraire, il s'ensuit d’après (3.1) que l'inégalité 
(4.3) subsiste presque partout dans l’ensemble Z. 

Remarquons enfin que l'inégalité (4.3) entraîne (1.2) avec 
r>=2 dès que la fonction F admet une dérivée finie. 


5. Pour démontrer la partie négative du théorème 1, 
posons 


ar=1/Vn log n. 


On a 
(5.1) Jan<oo,  Yak=co, 1<p<2. 
Soit 
A a SANT Ut ! 
(5.2) f{æ)= D'ancosntæ, F(%)= p150”! 
F 7 
D’après (5.1) on a feL?. D'autre part 
An. : t 
(5.3) AF, w, t)=—4 X psina sin?n! 2 
i m—i1 i 
HA(&,t > lsinm!x|sin?m!- AA F —|sinn!æ|sin?n! = 5 


a è 
-> 7 (sin n!æ! =An—Bn—Cm 


m+1 
3/4 > Am —3Bm—30m 


2/m! 


face on ‘> X fI woed 
m 1/m! 
2/m! 
>40 fan A La z [Bat Bot” ai 
m 1/m! 
2/m! 
pos ot —p—1 dt= {19 + | mu D rod à 
Sfr ue > 
On a 
2/m! 
(5.4) pa (sin mtaja f sinmi at> paasinmte 
3m!” 2 


1/m! 
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où 

1 

= [sine at. 

1/2 

Or, comme 
nP 2/m! 

7 1/m! 
ou bien 
(5.5) I <4m °°? 
et 

2/m! 

5.6 4 es Si 
ra n< f eh Pd<em ”. 


1/m! 
Les inégalités (5.4), (5.5) et (5.6) donnent 


27 
f A'la, tjt” dt> Sasin?mle an0 gm 
0 m m 


et tout revient à démontrer que Pon a presque partout 


(5.7) J'ansin?m!æ—0o, 


ce qui résulte facilement de l’inégalité (5.1) et du fait bien 


connu ?) qu’une série 


Zocoslæ, Aya >2,  D'e<oo 


converge presque partout. 


6. Le théorème 2 est une conséquence facile du théorème 
sur la convexité des normes des opérations linéaires de M. M. 
Rresz 2), L'expression U(f,æ,h)=A(F,x,h)h ‘,(F'=f), con- 
sidérée pour 0<x<27, 0<h<2x, est une opération linéaire. 


D’après le lemme 1, on voit que 


n 2n 27 
(6.1) Cf ta nanaiogi "<o f Pas)” 
0 « 0 


avec C2 indépendant de e. 


2) Zygmund 5, 2bis) Riesz 3. 
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D'autre part, lorsque la fonction f est bornée, la fonction U 
l’est aussi et on a 


2a 2a 


(6.2) are Y fi U'(f,e,t)|dædlogt™} <2max/fl 


L'opération U étant définie pour feL? et feL”, elle peut 
être aussi définie pour tout r, 2<r<oco. On a donc 


2x 2x 1 


(6.3) f | t,e, awat o,f fdo. 
0 e 0 


0, étant indépendant de s, on en déduit le résultat demandé. 


7. La démonstration du théorème 3 est basée sur le suivant 


Lemme 3. Soient 


f=S (arcos ko+ basin kz), fel, p>i. 
1 
(7.1) ES 
d,(f,2)=A4,(æ)= X (acosir+ bisin iv). 
w 


On a 
2a 1 27 

(7.2) Ap [ (52) "dx < f Pde <B, f (343 
po 0 TTEN 


Ce résultat est connu, il est dû à MM. J. LITTLEWOOD et 
R. PALEY 5). 


Nous utilisons encore le 


Lemme 4. On a pour tout polynôme trigonométrique 8 
Vordre n au plus 
2x 2x 


(7.3) [18 dx <n° f | de. 
0 0 


Ce lemme est aussi connu, il est dû à M. A. ZYGMUND ô). 
Enfin nous appliquons le 


3) Littlewood et Paley 1. 
4) Zygmund 6. 
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Lemme 5, Soit 
f(æ)=a0/2+ > (arcos ke + b;sin ke), 


Sn—=@9/2+ y (akcoskæ-+ basin ke), 
1 


A EE e 
On a 


2x 27 
(7.4) f SaPäs<A, f lila. 
0 0 


Ce résultat est dû à M. M. RIESZ 5). 


8. Nous allons maintenant démontrer le théorème 3. 
D’après le lemme 3, on a 


2x 2x 
[42,042 [(22(4,2,t)) "ax 
0 0 


27 2a 2x 27 


f [AT d J (ZA) "de dt> 
0 0 


2 ji dæ f DT 


9—v—1 
ou bien 
2x 2x a 
(81) f l AE, w, t) Pda dt > >ja dm E2 | A7(4,,0,), 
ò g—?—1 
où 
DL ENT: 


On a 
w+ 
Au SiN ux — bu COS ; Ou 
ag iii AS 


Lorsque x croît de 2” Jusqu’ à 2+1 Pexpression u0,/2 croît 


v—1 


aussi de 2” 6, jusqu’à 2”0, et l’on a 


4 <u0,<1. 


5) Riesz 4. 
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Posons sin?u0,/2=—72,. La suite 4, est donc croissante et 
Pon a pour 2”<u<2”*?, sin4<A,<sin°1. 
Posons 


n n 
je Sin yæ —b u COS u® HE be sin uæ—b,Cosuæ 
— C Au = 8n5 
la H 


2v 2v 


En appliquant la transformation d’Abel et l'inégalité de 
Minkowski, on trouve 


1 1 1 
Oov+1_1 — 2 Su Ge Fe T) Sert ls 


212 


frere fera 


i p 1/p 
Bee [Swt l da) i 
0 


L’inégalité (7.4) donne 
[ f lsn’dæ] "<A, f [Asaa] ”, 
0 0 


ce qui porté dans (8.1) donne 


27 2x 


(8.2) j J AP(F, x,t)” asaz” f PEN l’dx, 


où À désigne une constante positive. D'autre part, l'inégalité 
(7.3) donne 


2x 1 
[la o Paos" f lop- ldo, 
0 0 


ou bien en vertu de (8.2) 


2x 2x 


J Ju, at Maaa X f dwa fiza Y?da, 


ce qui, d’après (7.2), achève la démonstration du théorème 3. 
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9. Il est très probable que le théorème suivant subsiste. 
Soit F(x) absolument continue, F(0)=F(2x), F'=f. Posons 


2x 
g(x)= f AXP,2,t} at. 
0 


On a pour tout p >1 
2x 2x 2x 
Apf g'ax<[ (fl’dx<B, | g'ax. 
0 0 0 


Si ce théorème est vrai, sa démonstration est probablement 
beaucoup plus difficile. 
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